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1 PREAMBULE : CRITERES POUR LE CALCUL DU PIB TENDANCIEL

Dans ce document, je réponds aux questions posées dans le document Auftragsbeschrieb
zum Gutachten zu alternativen Berechnungsmethoden des Trend-BIP fiir den Konjunkturfaktor
(EFV/AFF), daté du 2 décembre 2020. Les questions sont celles posées dans la note intitulée
Analyse alternativer Verfahren zur Berechnung des Konjunkturfaktors (EFV/AFF), datée du ler
décembre 2020. Dans une premiere section, je rappelle les criteres qui importent pour le calcul
du PIB tendanciel dans le contexte de la politique budgétaire du gouvernement fédéral. Dans
une seconde section, je donne mes réponses aux quatre questions. Des annexes contiennent des

développements techniques qui sous-tendent mes réponses et mes suggestions.

1 Préambule : Criteres pour le calcul du PIB tendanciel

[Extrait (traduit) du document Auftragsbeschrieb zum Gutachten zu alternativen Berechnungsme-
thoden des Trend- BIP fiir den Konjunkturfaktor]

Pour étre utilisée dans la politique budgétaire, la méthode de calcul du PIB tendanciel doit répondre
a certains criteres. Deux criteres sont fondé€s sur la Constitution :

1. Prise en compte du cycle économique. La politique budgétaire du gouvernement fédéral
tient compte de la situation économique (art. 100 BV). L’alignement des dépenses sur les
recettes corrigées des variations cycliques permet un développement régulier des dépenses
et donc une politique budgétaire passive-anticyclique. Pour une politique budgétaire stable
de la Confédération, il est €galement important que la volatilité du PIB tendanciel soit aussi
faible que possible afin que le plafond des dépenses fluctue peu.

2. Symétrie. Les dépenses et les recettes doivent s’équilibrer dans le temps, de sorte que le
gouvernement fédéral maintienne ses dépenses et ses recettes en équilibre dans le temps
(selon I'article 126, paragraphe 1, de la Constitution fédérale).

Deux criteres supplémentaires sont :

3. Aspect pratique. Dans le processus budgétaire, il y a peu de temps disponible pour les
calculs. En conséquence, elles devraient €tre réalisables sans trop d’efforts. Toute prévision
des variables d’entrée doit étre disponible au moment du calcul.

4. Transparence et faible manipulabilité. La méthode doit étre transparente et
compréhensible par les tiers. En outre, le calcul devrait nécessiter le moins d’interventions
ou d’hypotheses discrétionnaires possible, notamment pour éviter les accusations de mani-

pulation.
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2 Réponses aux questions posées

2.1 Evaluation des analyses et du rapport de ’AFF

Question 1. Les analyses et le rapport couvrent-ils suffisamment tous les aspects pour per-

mettre I’évaluation des différentes méthodes selon les critéres ci-dessus ?

Le rapport couvre de nombreux et importants aspects visant 1’évaluation des différentes méthodes.
De maniere générale, la lecture du rapport est fluide : les aspects techniques sont clairement
présentés et discutés, les annexes donnent des détails additionnels utiles. Le rapport expose claire-
ment les principales limites de 1’analyse. Dans la suite de cette réponse, apres avoir rappelé I’ orga-

nisation du rapport, je soulignerai deux de ces limites et proposerai des pistes d’amélioration.

Le rapport commence par décrire le contexte. Il poursuit en présentant les criteres de choix du calcul
du PIB tendanciel. Les différentes méthodes sont brievement présentées dans une troisieme partie.
Les résultats sont présentés dans deux parties : alors que la partie 4 compare les performances
qu’auraient donné les différentes méthodes sur les deux dernieres décennies, la partie 5 met en
oeuvre les différentes méthodes sur des données générées artificiellement. Une sixieme partie étudie
la pertinence du critere de Randwert-Instabilitét. Les autres criteres sont plus brievement traités
dans la section 7. La section 8 propose une short-list des méthodes candidates. La section 9 conclut.

Les aspects techniques sont traités dans 12 annexes.

Une premiere limite est une limite de forme. Elle est liée aux deux addendums qui ne sont pas par-
faitement intégrés dans le rapport du ler décembre. Le premier concerne une nouvelle méthode uni-
variée (OLUFHP, voir p.9 du rapport AFF) et la seconde concerne une nouvelle mesure de volatilité
du PIB tendanciel (voir p.21 du rapport AFF). Ces deux extensions/discussions sont importantes.
Il serait utile de mieux intégrer ces développements au rapport. En particulier, une réflexion sur
la pertinence relative des deux mesures de volatilitt—RSS Diff.-in-Diff. et St.Dev.Diff.— semble
requise. Celle qui est pour I’instant mise en avant dans le rapport (volatilit¢ des variations de la
croissance du PIB tendanciel) semble moins directe que la nouvelle alternative proposée (volatilité

de la croissance du PIB tendanciel) '. Une premiére solution serait de considérer systématiquement

1. Formellement, en notant y; le logarithme du PIB tendanciel, la premiére mesure concerne la variance de A(Ay;)
(ot Ay; est le taux de croissance du PIB tendanciel) et la seconde concerne directement la variance de Ay;.
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les deux mesures dans les analyses de performances des différentes méthodes. Une seconde solu-
tion serait de mettre en avant une seule des deux mesures apres avoir vérifié que les deux mesures
sont liées (comme le suggere I’annexe XII du rapport AFF et certains calculs présentés dans la

présente réponse).

Une second limite concerne I’utilisation intensive d’un échantillon relativement court pour
comparer les méthodes. De nombreux résultats sont établis sur une période de temps de moins de
20 années (2004-2019 en particulier). Alors que ces exercices sont utiles, voire nécessaires, il ne
faut pas perdre de vue les limites de 1’utilisation d’un horizon aussi court :

— I’Encadré 1 montre que, dans ce contexte, certains résultats sont sensibles aux données de
PIB utilisées—notamment en ce qui concerne la moyenne de 1’output gap. Ceci est illustré
par la figure 2;

— I’Encadré 2 suggere que I’incertitude statistique associée aux mesures de performances sur
petits échantillons est de nature a bruiter le classement des méthodes. Ceci est illustré par
la figure 3.

Ces limites sont bien indiquées dans le rapport AFF (p.7), mais les principaux résultats du rapport
semblent sur-pondérer les résultats de ces analyses par rapport aux résultats fondés sur données
artificielles. Il est vrai que exercices menés sur données artificielles ne sont pas exempts de limites,
en dépendant largement du choix du processus générateur de données (PGD). C’est pourquoi il
convient de tester la robustesse de ces derniers au PGD retenus. A cet égard, la présente réponse
propose une modélisation standard du la décomposition tendance-cycle du PIB qui peut étre mise a
profit dans le présent contexte (voir Encadré 3). Comme illustré dans la présente réponse, ce cadre
de modélisation pourrait compléter 1’analyse sur données artificielles menée dans la section 5 du
rapport AFF. Ce cadre de modélisation proposé présente les avantages suivants :

— 1l prend explicitement en compte 1’aspect stochastique du PIB tendanciel ;

— la modélisation est suffisamment maniable, de sorte que de nombreuses mesures de perfor-
mance sont disponibles en formules fermées (les simulations de Monte-Carlo ne sont plus
nécessaires) ;

— la modélisation peut facilement étre modifiée pour prendre par exemple en compte 1’exis-
tence de phénomenes rares et de grande ampleur, tels que I’arrivée du COVID (une telle
extension est proposée) ;

— ces modeles sont parcimonieux (leur calibrage dépend d’un petit nombre de parametres).

A titre d’illustration, la figure 4 montre comment les performances mesurées sur 1’échantillon his-

torique (2004-2019) sont modifiées dans les deux modeles théoriques (1I’un sans désastres et 1’autre
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avec) 2. Cette figure montre que, concernant la mesure de volatilité du PIB tendanciel, le classe-
ment des méthodes peut changer lorsque 1’on passe des performances mesurées sur données histo-
riques aux performances théoriques calculées pour les deux PGD considérés >. En outre, pour les
filtres considérés (HP, mHP et OLUFHP), il apparait que les moyennes théoriques des output gaps
sont égales a z€éro. Ceci découle directement des propriétés de ces trois filtres; plus précisément,
cela provient du fait que ces trois filtres sont tels qu’ils laissent inchangés une tendance linéaire.
Ce résultat est démontré dans I’annexe A de la présente réponse (voir Proposition 2). Cette an-
nexe A comprend un certain nombre de résultats théoriques sur les filtres univariés *. Ces résultats
théoriques pourraient venir compléter le rapport AFF en mettant en avant les propriétés parti-
culierement intéressantes des filtres univariés linéaires que sont les filtres HP, mHP et OLUFHP. Ils
apporteraient aussi un éclairage sur certaines discussions. A titre d’exemple, I’encadré apparaissant
sur les pages 19 et 20 du rapport AFF pourrait conclure avec 1’idée que ce qui importe pour le critere
de symétrie est que la distance du cumul des output gaps reste—a travers le temps—relativement
proche de zéro (voir aussi ma discussion de la pertinence de cet indicateur de “dispersion du cumul
des output gaps dans le temps” dans ma réponse a la question 2, p.14 du présent document, avant
I’Encadré 4) > .

Encadré 1. Sensibilité des performances a la série de données de PIB

Certains des résultats de la Figure 1 du rapport AFF ont été reproduits. Deux séries de PIB ont
été utilisées (voir Figure 1 de la présente réponse). La premiére est extraite du site du SECO “.
La seconde série (bip_r_y_sport) est la série sur laquelle sont fondés les calculs du rapport
AFFE

2. Dans le modele avec désastre, un choc négatif sur le PIB (ampleur moyenne du choc de 2.5%, écart-type 2.5%)
a une probabilité de 1/25 d’arriver chaque année (parametres p et ¥, dans le tableau 4).

3. Ceci se traduit par le fait que les lignes se croisent parfois quand on passe des performances historiques aux
performances théoriques.

4. Certains résultats de I’annexe A ont pour vocation principale la dérivation des différentes variances considérées
pour mesurer les performances des approches (Annexe B).

5. D’un point de vue analytique, cette mesure est visée par le point (ii) de la Proposition 4 du document présent.

6. Dans la présente réponse, on se concentre sur les output gaps exprimés comme écarts entre le logarithme du PIB
et de celui de sa tendance plutdt qu’en termes d’écarts entre les deux PIB en niveau (sans transformation logarithmique).
L’ Annexe D étudie I’influence de ceci. Il apparait que, si I’on considere un filtre qui génere un cumul des output gaps
(en log) stationnaire (voir Proposition 4 pour les conditions de ceci), alors le cumul des output gaps en niveau est
également stable dans le temps.
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La Figure 2 présente les résultats de cette analyse de sensibilité. Alors que les différences entre
les deux séries de PIB sont minimes (voir Figure | de la présente réponse), les différences en
termes de performances peuvent étre substantielles (comparer pour cela la distance entre un
symbole donné plein et sa contrepartie évidée). Les écarts peuvent étre particulierement grands

pour la moyenne des output gaps (abscisses). Ceci est cohérent avec le calcul d’intervalles de

confiance discuté dans I’Encadré 2.
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Ces figures montrent deux séries de PIB. La premiere est extraite du site du SECO (PIB, approche par la pro-
duction, données corrigées des effets des événements sportifs, XLS, 247 kB, 01.12.2020) prolongée en 2020 et
2021 a I’aide des prévisions publiées le 16 juin 2020 par le SECO (—6.2% pour 2020 et +4.9% pour 2021). La
seconde série (bip_r_y_sport) est la série sur laquelle sont fondés les calculs du rapport.

FIGURE 1 — Les deux séries de PIB sous-jacentes aux performances montrées dans la Figure 2

a. Approche par la production, données corrigées des effets des événements sportifs, XLS, 247 kB,
01.12.2020.

Encadré 2. Significativité statistique des performances sur horizon court

La Figure 1 du rapport AFF est fondée sur le calcul de moyennes incluant 14 ou 16 obser-
vations (14 pour la mesure de volatilité et 16 pour la moyenne des output gaps). Ce faible
nombre de points implique que les moyennes empiriques sont des estimateurs peu précis des

moyennes que [’on obtiendrait sur la “population” (si [’on disposait d’une tres grande période

de temps)“.

Ceci est illustré par la Figure 3 ci-dessous. Pour quelques filtres, cette figure représente des


https://www.seco.admin.ch/dam/seco/fr/dokumente/Wirtschaft/Wirtschaftslage/VIP%20Quartalssch\unhbox \voidb@x \bgroup \accent 127a\protect \penalty \@M \hskip \z@skip \egroup tzungen/qna_p_nasa.xls.download.xls/qna_p_nasa.xls
https://www.seco.admin.ch/seco/fr/home/seco/nsb-news.msg-id-79457.html
https://www.seco.admin.ch/dam/seco/fr/dokumente/Wirtschaft/Wirtschaftslage/VIP%20Quartalssch\unhbox \voidb@x \bgroup \accent 127a\protect \penalty \@M \hskip \z@skip \egroup tzungen/qna_p_nasa.xls.download.xls/qna_p_nasa.xls
https://www.seco.admin.ch/dam/seco/fr/dokumente/Wirtschaft/Wirtschaftslage/VIP%20Quartalssch\unhbox \voidb@x \bgroup \accent 127a\protect \penalty \@M \hskip \z@skip \egroup tzungen/qna_p_nasa.xls.download.xls/qna_p_nasa.xls
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zones de confiance a 90% des performances. Ces zones sont grandes et se recoupent, ce qui
suggerent que les positions relatives des performances calculées sur cet échantillon court sont

assez incertaines.

a. A titre d’illustration, si I’on considére N tirages indépendants d’une variable aléatoire x de moyenne O
et de variance 1, alors la probabilité d’obtenir une moyenne empirique (1/N vazlxi) inférieure & —1/4/N ou
supérieure & 1/+/N (au lieu de 0) est de 32%. Pour N = 16, cet interval est [-0.25,0.25]. La probabilité d’obtenir
une moyenne empirique distante de la “vraie” moyenne augmente si les x; sont corrélés d’une date a I’autre, ce
qui est typiquement le cas le cas dans le contexte présent (les output gaps sont tres auto-corrélés par exemple).

Encadré 3. Deux processus de génération de données

L’annexe B présente un cadre standard de modélisation jointe stochastique du PIB et du PIB
tendanciel. Ce type de modélisation est par exemple utilisé par Stock et Watson (1988), Lau-
bach et Williams (2003), Mésonnier et Renne (2007 ).

Ce modele suppose que le taux de croissance du PIB tendanciel est stochastique et auto-corrélé
dans le temps, de méme que [’output gap. Il y a donc deux sources d’aléa dans ce modele, ’'une

liée a la croissance potentielle, I’autre au cycle économique.

Ce modeéle de référence, présenté dans la section B.1, est étendue dans la section B.2 pour
prendre en compte [’existence de phénomenes rares pouvant avoir un important impact
(négatif) sur le PIB. Le choc lié au COVID pourrait étre un tel choc. L’annexe E explique
comment, en pratique, les données de chomage partiel pourraient étre reliées a la variable de

désastre considérée dans le modele.

L’annexe B.4 propose une méthode de calibrage de ces deux deux modeéles. Les calibrations

obtenues sont présentées dans les tableaux 3 et 4.
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Notes : Cette figure réplique certains des résultats de la Figure 1 du rapport AFF mais utilise deux séries de PIB
différentes (voir Figure 1). Les points remplis sont relatifs a la Série 1 (utilisée dans le rapport AFF), les sym-
boles évidés sont relatifs a la Série 2. Les abscisses des points sont données par %2,2212%04 GDP, — GDPF pour le
graphique du haut et %2,2212%04 logGDP, — log GDP} pour le graphique du bas; les ordonnées sont données par
ﬁ 23212%06{AA log GDP,*}2 pour les deux graphiques, ot log GDF;" est I’estimation du log du PIB potentiel fondé sur le

filtre considéré, c’est-a-dire GDP;" = exp{0(L)log(GDF;)}. Le point entouré d’un cercle noir correspond &8 mHP(100).

FIGURE 2 — Output gap moyen versus volatilité du PIB tendanciel (données historiques) : illustra-
tion de la sensibilité a I’échantillon retenu.
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Notes : Cette figure illustre la sensibilité des performances a I’historique de données. Le point entouré d’un cercle noir
est relatif 2 mHP avec A = 100 et fenétre de 24 ans. Les ellipses sont des intervalles de confiance & 90% du couple
de performances (moyenne output gap, moyenne des carrés des Diff. de Diff.). La détermination de ces intervalles de
confiance est fondée sur la formule de Newey-West (Annexe F), qui permet d’approcher I’écart-type de la moyenne em-
pirique d’une séquence de données. Cette formule est appliquée : (a) aux output gaps en abscisse (la performance étant
mesurée par % Y20 04 log GDP, — log GDF}') et aux carrés des Diff. de Diff. en ordonnées (la performance étant me-

surée par ﬁ Y2 06 {AAlog GDP; }?). Le calcul des ellipses est fondé sur I'hypothese selon laquelle {AAlog GDF;}?
et log GDP; —log GDP;* ne sont pas corrélées.

FIGURE 3 — Output gap moyen versus volatilité du PIB tendanciel : intervalles de confiance autour
des performances empiriques (2004-2019)
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Notes : Cette figure reprend certains des points de la figure 2. Les lignes en traits pleins (respectivement pointillées)
relient ces points aux performances théoriques qui seraient observées sur un échantillon infini généré par le modele
décrit dans la section B.1 (respectivement la section B.2) avec le calibrage donné dans la table 3 (respectivement 4).
Les output gaps moyens seraient égaux a zéro car ces filtres vérifient H1 (voir Proposition 3), le calcul des ordonnées de
ces points théoriques (correspondant a la “population”) est fondé sur (a.29) pour le modele de référence (section B.1)
et par (2.38) pour le modele incluant les désastres (section B.2). Le point entouré d’un cercle noir est relatif a mHP
avec A = 100 et fenétre de 24 ans.

FIGURE 4 — Output gap moyen versus volatilité¢ du PIB tendanciel (données historiques) : compa-
raison des performances empiriques avec celles (théoriques) obtenues dans deux modeles calibrés

10



2.2 Meéthode préférée 2 REPONSES AUX QUESTIONS POSEES

2.2 Méthode préférée

Question 2. Selon vous, laquelle des méthodes présentées répond le mieux aux critéres ci-
dessus et pourquoi ?
— sur la base de ’ensemble des méthodes présentées ;
— sur la base de la liste restreinte suivante de la FFA :
— Filtre mHP avec un facteur de lissage plus élevé et éventuellement une fenétre de
temps ajustée : voir le rapport.
— Intégration du chomage partiel dans les filtres univariés (mHP, OLUFHP) : voir
le chapitre 8 et I’annexe X du rapport.
— Fonction de production classique : voir le rapport et Stalder (2020a).
— Filtre multivarié : voir SSMod dans le rapport et SS_URMOD dans Stalder
(2020b).

Réponse synthétisée : La méthode mHP, avec un facteur de lissage A = 500, une fenétre de 24 ans
et la prise en compte (symétrisée) du Kurzarbeit, semble offrir un bon compromis concernant les
critéeres de symétrie, de transparence, de prise en compte du cycle économique et de praticabilité.
(1l convient toutefois de noter que, pour que la méthode soit tout a fait transparente, les données de

Kurzarbeit devraient étre publiquement disponibles.)

[’analyse conduite p.59 du rapport AFF (partie 7) expose bien la faiblesse relative des approches
par fonction de production (Classique et EK) en termes de praticabilité, de transparence et de faible
manipulabilité. Concernant ces criteres, cette partie aboutit assez clairement au classement suivant

(ou > signifie “plus performant que”) :

... Multivarié ) EK
Univarié >~ > PF simple > . )
PF mHP Classique

ce qui amene a rejeter les approches par fonction de production classique et EK. L’approche PF
simple utilise le NAWRU—dont la pertinence est mise en cause par la section 4.1.1 (p.23) du
rapport AFF—sans présenter de gains clairs en termes de performances quantitatives, réduisant par

la son intérét.

En termes de symétrie, les filtre univariés (HP, mHP et OLUFHP) dominent. Le fait que leurs pro-
priétés en termes de symétrie puissent tre étudiées théoriquement (voir annexe A) est un avantage

certain en la faveur de ces filtres. A I’inverse, les propriétés (notamment de symétrie) des approches

11
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multivariées et, surtout, des approches par fonction de production—autres que celles se résumant
essentiellement a des filtres univariés ou bivariés tels que PFmhpKAE—sont difficiles a étudier de

facon générale.

Une propriété particulierement intéressante des filtres univariés laissant inchangée une tendance
linéaire (tels que HP, mHP et OLUFHP) est qu’ils garantissent que le cumul des output gaps est
stationnaire si la croissance du PIB 1’est (Proposition 3 de 1’annexe A ). Ceci est une propriété
forte car, comme rappelé dans la note de bas de page 40 du rapport AFF, il est pourtant facile de
faire diverger une somme infinie. De plus, la maniabilité de ces processus permet de déterminer
les conditions a vérifier pour que la symétrie soit respectée lorsqu’une variable additionnelle de
type désastre—dont le Kurzarbeit constituerait un instrument—est incluse dans le filtrage (voir
Proposition 4). Cette condition simple sur les poids a donner a cette variable additionnelle permet
de facilement intégrer celle-ci dans le calcul du PIB tendanciel, en conservant les propriétés de
symétrie et la maniabilité calculatoire des filtres univariés ’.

En utilisant davantage d’information, les filtres de type SS-X (State Space) pourraient en principe
aboutir a une estimation plus précise du PIB potentiel. Cela serait méme mécaniquement le cas
si le modele espace-état sous-jacent €tait bien spécifié—dans le sens ou les équations sont par-
faitement cohérentes avec le processus générateur de données—et si les parametres du modeles
étaient parfaitement estimés °. Mais différents arguments réduisent la pertinence de la ce type d’ap-
proche. Premierement, comme mentionné plusieurs fois dans le rapport AFF, la minimisation de
I’erreur d’estimation du PIB tendanciel n’est pas le critere le plus important dans le cadre de la
procédure budgétaire concernée. Deuxiemement, 1’ajolit de variables dans le processus d’estima-
tion peut aboutir a une plus grande volatilité¢ du PIB tendanciel (voir bas de la p.4 du rapport AFF).
Troisiecmement, les propriétés (théoriques) de symétrie ne sont pas aussi systématiques avec cette

approche que pour les filtres HP, mHP et OLUFHP °.Quatriémement, bien que relativement facile

7. Meéme lorsqu’une telle correction (dans I’esprit de PFmhpKAE) est appliquée, beaucoup de calculs de perfor-
mances restent accessibles en formules fermées, comme 1’illustre la section B.2.

8. Si le modele espace-état est linéaire et les chocs sont gaussiens, alors le filtre de Kalman, appliqué au bon
modele espace-état, est optimal dans le sens ou il donne, en moyenne, les plus petites erreurs de filtrages (mises au
carré) possibles.

9. En particulier, si I’estimation des parametres ¢; dans une équation de mesure du type z; = c{ + cagap; + & (voir
Annexe IX p.104 du rapport AFF) est biaisée par rapport au vrai processus générateur des données, alors 1’ estimateur
de gap; issu de ’estimation des variables latentes (dont fait partie gap;) par le filtre de Kalman serait aussi biaisé. De
plus, le fait que les parametres des modeles espace-état doivent €tre ré-estimés régulierement rend difficile 1’analyse
théorique des propriétés de symétrie de cette approche.

12
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d’emploi, la mise en oeuvre de cette approche reste moins directe que pour les filtres univariés. En
particulier, cette mise en oeuvre requiert une optimisation numérique de la fonction de vraisem-
blance. Bien que les estimations passées semblent ne pas avoir rencontré de probleme numérique,

il est difficile de s’assurer que cela ne sera jamais le cas a 1’avenir.

A ce stade, il semble que les méthodes univariées—potentiellement augmentées d’une variable ex-
terne, telle que le Kurzarbeit dans 1’approche PFmhpKAE—soient préférables. Pour aller plus loin
dans la comparaison des approches, on peut comparer les différentes performances de différents
filtres univariés dans le cadre de nos deux modeles introduits dans 1’Encadré 3. On rappel que
I’intérét de ce cadre est qu’il permet de calculer les performances des approches sans que celles-
ci soient conditionnelles a un échantillon particulier (mais elles sont alors conditionnelles a la

spécification et au calibrage du modele utilisé).

L’Encadré 4 explique comment lire les figures 5 a 8. Ces figures présentent différentes mesures
de performances des filtres HP, mHP et OLUFHP. En se concentrant sur les résultats théoriques
(indiqués par les symboles €vidés sur les graphiques) associés aux deux modeles paramétriques
(avec et sans désastres), on obtient les résultats suivants :

(1) inclure une correction pour les désastres (dans 1’esprit de PFmhpKAE, symétrisée) n’af-
fecte que légerement les différentes mesures de performances considérées (comparer par
exemple pour cela la figure 5 et la figure 6);

(i1) Pour un A donné, on obtient les classements suivants (ou < signifie “moins performant
que”) :

HP < mHP < OLUFHP pour la variance du PIB tendanciel (ordonnées),
OLUFHP < mHP < HP pour la variance des output gaps (abscisses);

(ii1) les performances des différents filtres ne sont pas tres éloignées des stratégies univariées
optimales (courbes grises);

(iv) une réduction de la fenétre (passer de g = 24 a g = 12) entraine une réduction importante
de la variance des output gaps (abscisses), mais augmente la volatilité des PIB tendanciels
(ordonnées) ;

(v) pour chacun des trois types de filtres (HP, mHP et OLUFHP), augmenter le facteur de
lissage de 100 a 500 entraine une baisse notable de la volatilité du PIB tendanciel au coft

d’une augmentation limitée de la variance de I’output gap.

Dans la mesure ol une correction pour les désastres (symétrisée) permet de mieux prendre en

13
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compte le cycle économique, et compte tenu de I’absence visible d’effets sur les performances
exprimées en termes de variances (résultat (1)), la prise en compte des désastres—dans 1’esprit de
la méthode PFmhpKAE—semble pertinente. Par ailleurs, le résultat (ii) suggere que le filtre mHP
propose un bon compromis entre variance du PIB tendanciel et celle de 1’output gap. Le résultat
(ii1) suggere que les trois filtres univariés (HP, mHP et OLUFHP) sont de bonds candidats, car
proches des filtres optimaux (on rappelle ici que les filtres dits “optimaux” ne le sont que dans
le cadre des modeles calibrés considérés). Les résultats (iv) et (v) impliquent que, si I’on donne
plus d’importance a la volatilité du PIB tendanciel qu’a celle de 1’output gap, alors (a) une fenétre
de temps de 24 années (versus 12 années) est préférable et (b) un facteur de lissage de A = 500
est préférable a un facteur A = 100. A cet égard, il convient de noter qu’une variance trop faible
de I’output gap irait a I’encontre méme du critere de prise en compte du cycle économique '°.
Toutefois, une variance exagérément grande du cumul des output gaps indiquerait un ratio dette-
sur-PIB tres fluctuant. Concernant ce dernier critere, il semble que les performances du filtre mHP,
avec A = 500 et ¢ = 24, sont raisonnables : les figures 5 et 6 suggerent que I’application de cette
méthode impliquerait un écart-type du cumul des output gaps inférieur a 10% du PIB. Comme les
recettes de la Confédération correspondent approximativement au dixieéme du PIB, il en découle

que I’écart-type du ratio dette-sur-PIB présenterait un écart-type de 1 point de pourcentage.

Il convient de souligner que les résultats—au moins les résultats quantitatifs—montrés dans les
figures 5 a 8 reposent sur les spécfications et les calibrations des deux modeles paramétriques (avec
et sans désastres). Il serait utile d’étudier la robustess de ces résultats, en particulier, aux calibrations

retenues.

Encadré 4. Lecture des figures 5 a 8

Pour chaque approche considérée (HP, mHP, OLUFHP), ces figures donnent les performances
suivantes :
— Deux mesures liées a la symétrie (abscisses des points) : I’écart-type de ’output gap et
[’écart-type de du cumul des output gaps.
— Deux mesures liées a la volatilité du PIB tendanciel (ordonnées des points) : I’écart-

type des variations du PIB tendanciel (St. Dev. of Diff. dans le rapport AFF) et

10. A la limite, un output gap constant et égal a zéro minimiserait ce critére mais correspondrait & une absence de
prise en compte du cycle économique.
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[’écart-type des variations de variations du PIB tendanciel (RSS Diff.-in-Diff. dans le

rapport AFF).
pas de correction pour les désastres (7 = 0) figure 5 figure 7
correction pour les désastres (x = [1 —0.5 —0.5]) figure 6 figure 8

TABLE 1 — Spécificités de chacune des 4 figures

Le tableau | précise les différence entre les 4 figures : Pour les figures 5 et 6, on considere
q = 24; pour les figures 7 et 8, on considére q = 12. Pour les figures 6 et 8, on applique
une correction sur le log du PIB (y;) avant d’appliquer le filtre (HP, mHP ou OLUFHP),
dans U’esprit de PFmhpKAE. Plus précisément, on applique le filtre considéré a y; + Dy —
0.5D;_1 —0.5D,;_» (et non a y;, qui chute de D; quand un désastre se matérialise). Comme
indiqué dans I’annexe E, cette variable D; peut étre concue comme Otkae;, out @ est I’élasticité
de la production au travail dans une fonction de production de type Cobb-Douglas et kae; est,

intuitivement, l’influence du chémage partiel sur la quantité de travail effective.

Sur les figures 5 a 8, les points représentés par des symboles remplis de couleur corres-
pondent aux performances mesurées sur données historiques (2004-2019). Les segments en
traits pleins (respectivement en pointillées) relient ces points aux performances théoriques
(symboles évidés) qui seraient observées sur un échantillon infini généré par le modele décrit
dans la section B.1 avec le calibrage donné dans la table 3 (resp. le modele avec désastres de

la section B.2, calibré comme indiqué dans le tableau 4).
Comment sont calculées les performances théoriques ?

Le tableau suivant précise les formules utilisées pour le calcul des variances définissant les

quatre performances considérées :
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Mesure de performance (écarts-types) figures Set7  figures 6 et 8
no D D no D D
Output gap (a.31) (a.40) (ad5) (a4d5)
Cumul des output gaps (a.7) (a.7) (a.7) (a.7)
Variations du PIB tendanciel (St. Dev. of Diff.) (a.25) (a.37) (a42) (ad2)

Variations de variat. du PIB tendanciel (RSS Diff.-in-Diff.) (a.29) (a.38) (a.43) (a.43)

TABLE 2 — Formules utilisées pour le calcul des performances théoriques (“D” : modele avec
désastres, “no D” : modele sans désastre)

Que représentent les courbes grises en traits épais sur les figures 5a 8 ?

Pour (a) un modele calibré, (b) un couple de mesures de performances—par exemple variance
de ’output gap et RSS Diff.-in-Diff.—, (c) une fenétre q et (d) un parameétre de lissage A, il
existe un filtre optimal (c’est-a-dire une séquence {0y, ...,0,}) minimisant une fonction de
perte du type :

Variance(0) + AVariance;(0),

ou Variance, et Variance, sont les deux mesures de performance considérées.

Pour un modele (avec ou sans désastre), une fenétre q et un couple de mesures de perfor-
mances, les courbes grises en traits épais relient les performances optimales associées aux
différentes valeurs de A. Celles en trait plein (respectivement celles en pointillés) représentent

les courbes optimales relatives au modéle sans désastre (resp. avec désastres).

Le calcul des filtres optimaux est détaillé par les Propositions 8 (pour le quadrant en haut a
gauche de chaque figure) et Proposition 9 (pour le quadrant en haut a droite de chaque figure).

Cette méthode s’étend aisément pour les deux quadrants du bas de chaque figure.

La figure 9 compare les valeurs des poids 6; du filtre optimal (dans le cas oii les criteres
sont : la variance du cumul des output gaps et la variance des variations de variations du PIB
tendanciel, RSS Diff.-in-Diff.) aux poids d’autres filtres HP, mHP et OLUFHP, ainsi que ceux

associés au filtre de Kalman (voir annexe G.2).
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2.3 Autres méthodes

Question 3. Existe-t-il d’autres méthodes qui pourraient étre utilisées pour calculer le PIB
tendanciel ou la croissance potentielle et qui répondraient aux criteres ci-dessus ? Une telle
méthode doit étre décrite (si nécessaire, joindre les calculs existants ou les références bi-

bliographiques).

La réponse a la question précédente introduit des filtres optimaux dans le cadre de modeles ca-
librés (voir fin de I’Encadré 4). Alors qu’ils ont essentiellement été utilisés comme des bench-
marks, ces filtres pourraient aussi étre employés directement pour estimer le PIB potentiel et la
croissance potentielle. Néanmoins, il convient de rappeler que ces filtres sont optimaux unique-
ment sous I’hypothese selon laquelle les modeles paramétriques calibrés (voir sections B.1, B.2,
et B.4) représentent correctement le vrai processus générateur de données. A 1’inverse, les filtres
HP, mHP et OLUFHP optimisent des fonctions de pertes qui ne dépendent pas d’un modele pa-
ramétrique particulier (voir Annexe B.4). A cet égard, le résultat (ii1) de la réponse précédente est
important car il montre que, bien que les filtres HP, mHP et OLUFHP sont construits pour opti-
miser un probleme générique et pas exactement une fonction de perte fondée sur les variances de
PIB tendanciel et d’output gap—qui ne peuvent étre calculées que pour un modele paramétrique

donné—ils présentent des performances relativement proches des filtres optimaux .

Il convient a nouveau de souligner que ces filtres optimaux ne sont “optimaux’ que dans le contexte
spécifique d’un modele paramétrique calibré. Ils sont donc moins transparents et pratiques a mettre
en oeuvre que les filtres HP, mHP et OLUFHP (notamment parce que ces derniers ne nécessitent

pas de calibrage préliminaire d’un modele paramétrique).
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2.4 Lien entre Randwert-Instabilitit et capacité a trouver la véritable ten-

dance

Question 4. Connaissez-vous des études qui établissent un lien entre Randwert-Instabilitdt

et la capacité a trouver la véritable tendance (contrairement a la conclusion du chapitre
5.2.3)?

Je ne connais pas d’étude étudiant ce point précis. Il me semble difficile d’établir un lien général
entre Randwert-Instabilitét et la capacité a trouver la véritable tendance. Les points développés

dans la discussion des p.56 et 57 du rapport AFF sont pertinents.

Pour compléter cette discussion, 1’analyse présentée dans I’Encadré 5 montre que, au moins dans
le cas spécifique du modele décrit en B.1, il est difficile de trouver une relation entre les deux
performances que sont la Randwert-Instabilitét et la capacité a trouver la véritable tendance. Cette
analyse implique notamment le filtre de Kalman, qui présente I’intérét d’étre 1’approche linéaire
optimale en ce qui concerne la capacité a retrouver le PIB tendanciel. Les résultats de la figure
figure 10 montrent que le filtre de Kalman n’est pas celui qui minimise le critere de Randwert-
Instabilitit parmi les filtres considérés (méme en excluant les filtres purement récursifs, donnant

mécaniquement un Randwert-Instabilitit de 0).

Encadré 5. Randwert-Instabilitiit et capacité a trouver la véritable tendance

Une mesure de Randwert-Instabilitdit est la variance de la révision de I’estimation du PIB
tendanciel avec I’arrivée de nouvelle information. Par exemple, pour une approche donnée,
notons y;h I’estimation du (logarithme du) PIB tendanciel de la date t — h, cette estimation
étant fondée sur ’information disponible en t uniquement. La mesure pré-mentionnée s’écrit
alors :

Randwert-Instabilitit, = Var(y;_, 0 — ;1) (1)

car y;_, o est 'estimation du PIB tendanciel de la date t —h vu de la date t —h et y7, est
I’estimation du PIB tendanciel de la date t — h vu de la date t.

Par ailleurs, en notant y; la vraie valeur du PIB tendanciel, une mesure de performance de la

capacité a retrouver la véritable tendance (en supposant qu’on considere un filtre non-biaisé)
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est:
Var(y: —y;0)- 2

L’annexe G décrit le calcul des deux dernieres mesures dans le cadre du modele spécifié en
B.1.

1l est important de noter que le modele considéré est un modeéle linéaire dont les sources d’aléa
sont gaussiennes. Dans ce contexte, le filtre de Kalman est optimal pour retrouver le PIB
potentiel (ou tendanciel), dans le sens out il donne une estimation non-biaisée et de variance

minimale des variables non-observées (dont fait partie le PIB potentiel).

La figure 10 montre les performances de différents filtres (dont le filtre de Kalman) concernant
les criteres (1) et (2), pour h = 5. Naturellement, le filtre de Kalman est le meilleur concernant
le critere de filtrage (axe des ordonnées). En revanche, il est par exemple battu par les filtres

HP et mHP de paramétre A = 10 concernant la mesure de Randwert-Instabilitdit.

Far ailleurs, en ligne avec le résultat du rapport AFF (section 6.2, p.54), on trouve que la
mesure de Randwert-Instabilitdt est plus grande pour mHP que pour HP. Dans le cas étudié,
il vient aussi que l’erreur de filtrage des filtres HP est un peu plus faible pour les filtres HP
que mHP. Enfin, et naturellement, il apparait que le filtre OLUFHP présente des mesures
de Randwert-Instabilitiit égales a zéro puisque, étant purement récursif, il n’implique pas de

révision des estimations passées du PIB potentiel (y;_, o = ¥ j)-
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Mesure de Randwert-Instabilitat (St. Dev., x100)

Note : Les mesures de Randwert-Instabilitét et d’erreurs de filtrage sont présentées dans I’Encadré 5 (h = 5 années). Ces
mesures sont calculées dans le cadre du modele décrit dans la section B.1, avec le calibrage indiqué dans le tableau 3.

FIGURE 10 — Randwert-Instabilitit et erreurs de filtrage
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A RESULTATS GENERAUX SUR LES FILTRES LINEAIRES

A Résultats généraux sur les filtres linéaires
Dans les annexes, on utilisera souvent 1’opérateur retard L. Cet opérateur retard est tel que

Ly, =vyi—1, et Ly, =y, 4. (a.1)
On utilisera aussi la notation 6(L) pour un polyndme en 1’opérateur retard, de sorte que :

O(L)y; = 6oy: + O1Ly; + - - -+ 0,Ly, = Opy, + O1y,—1 + - + Opyi—q-

Hypothese H1. la séquence {6y, ...,0,} vérifie :

Yo =1 (a.2)
i=0
q

et Y i = 0. (a.3)
i=0

Proposition 1. Un filtre linéaire univarié y; = Z?:O 0;y;—; laisse inchangé une tendance
linéaire si et seulement si la séquence {6y, ..., 0,} vérifie ’Hypothése HI.

Démonstration. Considérons une tendance linéaire a + bt avec a # 0 et b # 0. Cette tendance
linéaire restera inchangée par le filtrage {6} si et seulement si

9 .
{Z GiL’} (a+bt) =a+bt pour tout ¢
i=0

q q
& <Z 9,~> a—l—bzei(t—i) =a+bt pourtoutt

i=0 i=0
q q q
= Ze,- a— Zi@i b+ 29,- bt =a-+bt pour tout 7.
i=0 i=0 i=0
Le résultat s’obtient par identification. 0

Proposition 2. Si (i) E(Ay,) = 1 ne dépend pas du temps t, si (ii) la séquence {6y, ..., 0,}
vérifie ’Hypothese HI et si (iii) y; = Z?:O 0,y;—i, alorson a :

E(y/) =E(y).
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Démonstration. On a :
q q q q
Z OE(y—i) = Z 6:(E(y:) —iE(Ayr)) = Z 0 | E(vi)—n Z i6;,
i=0 i=0 i=0 i=0
et le résultat résulte du fait que Y7 ,6; = L et ¥.7_i6; = 0 (Hypothese H1). O
Lemme 1. Si la séquence {6y,...,0,} satisfait (a.2) (c’est-a-dire si Z;]:o 6, =1, voir HI),
alors

1= 0(L)lye =y~ 'y, = (ByO) (Vg1 — ¥,

ot la matrice By, de dimension g x (q+ 1), est donnée par :

o 1 ... 1
Bg=1|: . . . (a.4)
0 0 1
Kx (‘I,(—H)
Démonstration. On a :
—GWLq==(%h+90ﬁ— “+0y:) — (60yi + O1y—1 + -+ Ogyi—q)
= (61(1—L)+6:(1—L*)+---+6,(1 - L%))y,
= (6i(1-L)+6(1-L)(1+L)+ -+ 6,(1-L)(1+L+---+L7" "))y,
= ((61 o4 0,)+ (B + 0L+ +68,L7 ) (1~ L)y,
Le fait que
01+6+ -+,
6+ +6
Bo=|
64
donne le résultat. U
Lemme 2. Si les séquences {6y, ...,0,} et {6f,...,0,} satisfont chacune (a.2) (c’est-a-dire

siY? 0i=1et Y1 6 =1, voir HI), alors

O(L)y; — 0" (L)y;_p = (Bq+h§)/ <Y§quh+1 - thll_h)

ot la matrice By, de dimension (q+h) x (q+h+1), est donnée par (a.4) et ol la séquence
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{&o,- - Entq} est telle que :

[ & ] [6] [ O]
&1 :

: _ 0, | O*

0 0;

_§q+h_ _0_ _Qq*_

Démonstration. On a :

O(L)y; — 6" (L)yr—p = [0(L) — 0" (L)L ]y, = [1 — (1 — O(L) + 6*(L)L" )]y,

N S
-

=:6(L)

ol & (L) satisfait (a.2) si c’est le cas pour 6 (L) et 6*(L). Le résultat découle alors du Lemme 1. [J

Lemme 3. Ona:
0

yt—l _yl 1
: = By(Yi—g+1 —Yi—g):

Yt—q — It

ot la matrice By, de dimension g x (q+ 1), est donnée par (a.4).

Démonstration. Le fait que

0 0
Yi—1 — Wt Yi—1 — Wt
Vi2=Y | = (V=2 = Yi—1) + (Vi—1 — 1)
| Yi—q =Vt | L Ve—q = Yr—q+1) T Or—g+1 = Yr—g+2) T+ (V=1 =21 i
donne le résultat. ]

Lemme 4. Si la séquence {6y, ...,0,} satisfait HI, alors

(qu)Iy';qurl = (BCIGYBZ]—I(y;fq%»Z - y;:}]+1)7

ou la matrice By (respectivement By 1), de dimension q X (g+1) (respectivement (q— 1) x
q), est donnée par (a.4).
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Démonstration. En utilisant la décomposition suivante de y; g1

0
Yt—1 =MWt
y;—qﬂ = : +yily,
Vt—g+1 — Wt
ona:
0
Yt—1 =MWt

(qu)/YLqH = (qu)/ . 5 (a.5)

Yi—g+1 =Vt
car I'Hypothese H1 (eq. a.3) implique que (B,0)'1, = 0. On obtient alors le résultat en utilisant le
Lemme 3. 0

Proposition 3. Si Ay, est stationnaire en covariance et si la séquence {6y, ...,0,} vérifie

I’Hypothese Hl, alors la somme Y:_(yi — yF), ou y; = Z?:o 0,y;—i, est également station-
naire en covariance.

Démonstration. En utilisant le Lemme 1, on obtient :

t

t
Z}’r —yi = Z(qu)/()’§'—q+1 - Y§:¢11) = (qu)/()i—qﬂ - y:;)- (a.6)
i=0 i=0

Le Lemme 4 donne :
t
Z)’r —y = (qu)/B;fl (Y§—q+2 - y;:C11+1) - (qu)’B;,l (y:;H o yi?z)'
i=0

Puisque Ay; est stationnaire, c’est aussi le cas de (y;_ g+2 yi:cll +1)» et donc de Y oy — i par
I’équation précédente. ]

Proposition 4. Si Ay, et D, sont stationnaires en covariance (avec E(D;) # 0), si la séquence
{60,...,0,} satisfait HI et si y; = O(L)(y; +n(L)D;), avec (L) = Z?:o m;L, alors :

(i) le processus
t

Y (=)
i=0
est stationnaire en covariance si et seulement si Z?:O T, =0;
(ii) Si, de plus, v; :== y; + D; et D; sont indépendantes (c’est-a-dire si y; admet la
décomposition v, — Dy, ou v; et D, sont indépendantes) et si ces processus admettent
des autocovariances absolument sommables“, alors, pour t grand, la variance de la
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somme des y; —y; est approximativement :

t
Var (Z(ﬁ-ﬁ))
~ 20'B,B, \Var(Vi_,,,— V"), )Bs-1B,6 +

20'[B,,— N(Bym,q+1)|Var(D}_,_,)[B,,— TI(Bym,q+1)]'0, (a.7)

ou les matrices By, B et By, sont définies via (a.4), ou

0 1 1
By = e L (a.8)
: 0
0 ... 0 |
(K+h)x (K+1)

et ou la fonction 11 associe a un vecteur Y = [Y,... V) et a un entier K la matrice

suivante :
Yo n --- % 0 ... 0
(y,K) = 0 .?’0 '71 e 0 . @9)
6 O. Yo " Y
Kx(K+h)

a. Ceci constitue une hypothese dite “de régularité”, elle signifie que la somme infinie des valeurs ab-
solues des autocovariances de v, et D; existe et est finie (X5 |E([vi — E(v;)][vi—i — E(v)])| < oo, et idem
pour D;). Cette hypothese est automatiquement vérifiée pour les modeles standards de processus stationnaires
autorégressifs de type AR (univarié) ou VAR (multivarié).

Démonstration. On a :
Ve — )’;k = y—0 (L))’r - 7T(L) 0 (L)Dt
= yi—0(L)y;+n(L)(D; — 0(L)Dy;) — m(L)D;.

D’apres la Proposition 3, (1 —6(L))[y; + m(L)D;] est stationnaire en covariance (puisque 6 satisfait
H1 et A(y; + m(L)Dy) est stationnaire). En conséquence, Y';_,y; —y; est stationnaire si et seulement

si Yt o m(L)D; est stationnaire. En notant que E(Y!_,7w(L)D;) = E(D;)Y!_, <Zif:0 nj), il vient

qu’une condition nécessaire pour que Y':_, w(L)D; soit stationnaire est que Z?:o wi=0.Sic’estle
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cas, alors, en utilisant 1o = —m; — T —--- — My, ona:
n(L)D; = (—m —m—- =)D +mDi1+... Dy,
= {—-m(1-L)—m(1—-L*) - —m,(1—L")}D,
= {~m-m+D) - —m L4+ 1 -0)D),

ce qui donne :
7(L)D; = —(Bym) (D], —DI"b), (a.10)

avec By, défini par (a.4). Ceci implique notamment que

t
Y n(L)D; = —(Bym)'D|_},, | + (Bym)' D,
i=0

qui est stationnaire car D; 1’est (par hypothese). Ceci prouve (i).

Pour (i1), commengons par noter que :

Y=y =y —0L) i +7(L)D;) = [1=60(L)](y:+ D) —[1 —6(L)]D: — O(L)x(L)D;
= [1=6L)v,—[1-6(L){1-x(L)}]Dr,

qui constitue une décomposition utile car v; := y; + D, et D; sont des variables indépendantes sous
les hypotheses de (ii).

En utilisant le Lemme 1, 0n a :

t

;)[1 —0(L)](yi +Dy) = (By8)' By (Vi_gi2 — VZ;H) - (qu)/B;—l(V:;H B V:é)'
i= =,

Si la série des autocovariances de v, est absolument sommable, alors la covariance entre v

—g+1
v:fl etvi_ +2 Vi~ ; 1 tend vers 0 quand 7 devient grands. En conséquence, quand 7 est grand :
t
—1
Var (;)[1 —0(L)](y —i—D,)) ~ 29'B’qB'q_1Var(V§,q+2 — Vﬁ_qH)Bq,quG. (a.11)
1=

Calculons maintenant la variance de Y} _[1 — 6 (L){1 — n(L) }|D,. Commengons par noter que, par
(a.10), on a £(L)D; = —(Bym)'(D_, | — Di:}l), ce qui implique :

6(L)r(L)D, = —0'TI(Bym,q+1)(D;_, 11 — Dﬁ:}]_h), (a.12)
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ou IT est une fonction matricielle définie par (2.9). On a donc

[1—6(L){1—n(L)}|D; = [1—6(L)|D;+6(L)m(L)D;
= 0'B,(D/_ o~ D;fl) O'TI(By7,q+1)(Df_, 4 — D2} ;)
par Lemme (D) par (a 12)
= 0'[B,, —T(Bym,q+ 1) (D;_, i — D7, ), (a.13)

ou B, j, est défini par (a.8). En conséquence :

i()[l—e(L){l—n(L)}]Dt ~ O[By ~ MBI g+ D] (D =Dy ).

Si la série des autocovariances de D, est absolument sommable, alors la covariance entre D:;_ n_1
12 : 4 .
etD,_ a—h tend vers 0 quand ¢ devient grands. En conséquence, quand 7 est grand :

Var (i[l —0(L){1— ﬂ(L)}]D,) %29’[B;7h—H(Bh7r,q+1)}Var( t—g—h) [B —II(By, q_|_1)} 0,

i=0

ce qui prouve (ii). 0

Proposition 5. Si la séquence {6y, ...,0,} satisfait (a.2) (i.e. ¥_,6; =1, voir HI) et si Ay
est stiationnaire en covariance, alors

Var(y;—0(L)y,) = 9'B;Var(y§_q+1 — yi:;)BqG,
ou la matrice B, est donnée par (a.4).
Démonstration. Cela découle directement du Lemme 1 qui donne y, — 0'y;_, = (B,0)'(y}_ g1~

yﬁ:;) sous (a.2). O

Proposition 6. Si Ay, est stationnaire en covariance, alors :

Var((1-L)6(L)y,) = 6'Var(y,_,~¥,—,_,)6.

Démonstration. Ona (1 —L)60(L)y; = 9’(y§_q — yﬁ:},_l)- [

Proposition 7. Si Ay, est stationnaire en covariance, alors :

Var((l—L)ZG(L)y,):9’Qq+2Var(qu 1 =Y q— z)Q/+29
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ou Q2 est donné par (a.17).

Démonstration. On a :
(1=L)*6(L)y, = 6'(1—=L) (¥, —¥i—g_1) = 0'Qr2(¥i 41 —¥i_s 1), (a.14)

ce qui donne le résultat. 0

Avant de passer a la section suivante, nous introduisons une notation qui sera utilisée dans la suite.
Nous noterons 1;1] le vecteur de dimension H x 1 dont toutes les composantes sont nulles, sauf les
éléments i + 1 a i 4 j qui sont égaux a 1. Formellement :

F oY 1)
: i
0 S
1
/=1 : }j| pHXL (a.15)
1
J
0
0
L d )
On introduit aussi la notation suivante :
Yt
Yi—1
Vig=| . |- (a.16)
Vi—q

On utilisera aussi souvent les matrices Qk (de dimension (K — 1) x K), définies par :

Q = [ldg—1 Ox—1)x1] = [Ok—1)x1 Tdg_p)]. (a.17)

35



B GENERATEUR DE DONNEES ALEATOIRES

B Geénérateur de données aléatoires

Dans cette annexe, nous proposons un cadre standard permettant de générer des trajectoires de PIB
réel et potentiel (et donc aussi d’écarts de production).

B.1 Modeéele de référence

Le logarithme du PIB est noté y;, celui du PIB potentiel est noté y;, et I’écart de production ¢;. (On
adonc ¢; =y, — y;.)

Les équations du modele sont :

i = yito (a.18)
6 = Pc_1+& (a.19)
Yoo = Yi-1t+8& (a.20)
& = H+Pg-1+Vr, (a.21)

ol les deux chocs v, et & sont gaussiens i.i.d., de moyennes nulles et de variances respectives ;2
et 62. Il peut étre utile d’écrire ce modele sous forme matricielle :

Yt H 01 p ¢ Yi—1 I 1

Vi u 01 p 0 Yi-1 10| |wv
= + + :

8t u 00 p O 8i—1 I 0O &

Ct 0 0 0 0 ¢ Cr—1 O 1

On considere une combinaison linéaire des g dernieres valeurs de y; (ce qui est le cas pour les filtres
linéaires univariés) :
@(L)yt = (9() —+ 9]L+ et equ>y[,

ou L est I’opérateur retard (tel que Ly, = y;_1, et ka, =y;_x). Nous avons également :

OLm—[0 6 ... 6y,
=:0'

ol on utilise la notation (a.16) pour y!_ g

B.1.1 <St. Dev. of Diff”’ dans le modele de référence

D’apres la Proposition 6, la variance des variations annuelles du logarithme du PIB potentiel est
donnée par :
Var[(1-L)O(L)y] = 6'Var(y,_, — y;:;_l)(). (a.22)
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I1 reste alors a expliciter Var(y)_ g N q_l) dans le contexte de notre modele. On a
Ve = Yi—1 =& +Cr—Cr—1.
En utilisant le fait que les processus g; et ¢; sont indépendants, on obtient :
Var(yl_y— ¥y 1) =S + Q02 Ve . (a.23)

é‘l) et Zg‘]+1)

ou > est définie par (a.17) et ou X sont les matrices d’autocovariances de g; et

(9) ot ngfrl)

¢; (c’est-a-dire Var(gﬁ,q) et Var(c/_ o 1)), respectivement données par Xg , avec, pour
n’importe quel K > 0 :
1 p ... pX 1 ¢ ... ¢X
2 - : 2 - :
£ = vaz O S 1 GS¢2 ol
— : . . . . . p — s . . . . . . ¢
pK p 1 oK ... ¢ 1
Ensemble, les équations (a.22) et (a.23) donnent :
Var[(1—L)®(L)y,] = ¢’ (2@” +QypxdtY ’q+2) 0, (a.25)

ol Zéq) et quﬂ) sont données par (a.24).

On pourra aussi noter que 1’on a (en appliquant la derniere équation au cas spécifique O(L) = 1,
c’est-a-dire ¢ =0) :
o2 207

Var[(1-L)y,] = e (2.26)

B.1.2 “RSS Diff-in-Diff”” pour un filtre linéaire univarié dans le modele de référence

D’apres la Proposition 7, 1a variance de AA(®(L)y;) = (1 —L)*@(L)y, est donnée par :
Varl(1 - LY2O(L)yi] = 0'Qq2Var(y,_, —¥i=h )2 16, (a.27)

ou £, est définie par (a.17). En reprenant le raisonnement de la sous-section précédente (B.1.1),
il vient : 1 )
+ +
Var(yl_g 1 —¥i_g2) =28 40,550l s, (a.28)
ol Zgﬁl) et ZE‘HZ) sont les matrices d’autocovariances de g; et ¢; (c’est-a-dire Var(gii qfl)

et Var(cl_ q—Z)) dont le calcul est donné par (a.24). Ensemble, les équations (a.27) et (a.28)
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donnent :

Var[(1—L)*O(L)y] = 0'Qy+» (zgq“) +Q,:2 ) +3) Q 10, (.29)

ol Z{E,qﬂ) et ZSQH) sont données par (a.24).

On pourra aussi noter que 1’on a (en appliquant la derniere équation au cas spécifique @(L) = 1,
c’est-a-dire ¢ = 0) :

o, , O:
Var[(1—L)%y] :21+p + 7 _¢2(2¢2—8¢+6). (a.30)

B.1.3 Variance de y; — 6(L)y; sous H1 dans le modele de référence

D’apres la Proposition 5, et puisque y; —y;—1 = & +¢; —¢;—1,0na
Var(y — (L)) = 0'B, (2 + 0,1 590) ) B0, (a31)

ol qu_]) et qu) sont définies par (a.24), ou B, est donnée par (a.4), et ou £, (de dimension
g % (g+ 1)) est donnée par (a.17).

B.1.4 Variance de ’erreur de filtrage y, — 6(L)y,

Si 6(L)y; est percu comme un estimateur de yy, alors y; — O(L)y; est I’erreur de filtrage associé au
filtre défini par 6(L). On a:

Ye—=O0(L)yr =y — 6(L)y: — 6(L)ci,
et puisque y; et ¢; sont des variables indépendantes, il vient que
Var(y: = 6(L)y:) = Var(y; — 6(L)y:) + Var(6(L)c;).

La premiere des variances apparaissant a droite de 1’équation précédente est donnée par (a.31) en

posant qu) = 0; la variance de 6 (L)c; est donnée par 6’ ZE‘I) 0. En conséquence :

Var(5; — 8(L)y,) = 6’ (B;ng*”Bq +z£q)) 6. (@.32)
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B.2 Extension du modele pour inclure des désastres
[’équation (a.18) est remplacée par :
Yt =Yt +¢ — Dy, (a.33)

ou la variable Dy, qui correspond a un désastre, est tirée de facon indépendante a chaque période.
Plus précisément, on suppose que D; est le produit de deux variables i.i.d. :

Dt a);d;, (334)

d, ~ i.i.d. B(p),

c’est-a-dire d; = 1 avec probabilité p et d; = 0 avec probabilité 1 — p (c’est la probabilité annuelle
d’occurrence du désastre) et @; est son ampleur. Cette ampleur est elle-méme une variable aléatoire
1.1.d. de moyenne Y, et de variance 0. Ainsi, I’espérance de D; est :

up :=E(D;) = E(wyd;) = pYo, (a.35)
et sa variance est donnée par :

63 :=Var(D;) = Var(w,d,)—E( w?D?) — E(a),)zE(Dt) =
= (E(o}) —E(a)*)p+ pE(er)* — p’E(a)?
= %pﬂfipl p).

E(w?)p —E(w)*p?

Le reste du modele est inchanggé.

B.2.1 “St. Dev. of Diff”’ dans le modele avec désastres
Puisque y; —y;— 1 =gr+¢cr—ci—1 —Dy+D;_j,0ona:
Yiog = Yig1 =8 g€ g1~ (D, =Dy ). (2.36)
Comme les tirages de D; sont 1.1.d., il vient que :
Var(Dj_,) = opldy 2,

et

Var(D;_, =D/~ ) = 6pQq 129 »-

[’équation (a.29) devient alors :

Var[(1-L)O(L)y,] = ¢’ (Zf;” + Q020+ 030,100, +2> 0. (a.37)
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ol Zéq) et ZEqH) sont données par (a.24).

B.2.2 “RSS Diff-in-Diff”’ pour un filtre linéaire univarié dans le modele avec désastres

Suivant le méme raisonnement que dans la sous-section précédente (B.2.1), I’équation (a.29) de-
vient :

Var[(1 —L)*@(L)y;] = 6'Qy2 (zé‘lﬂ) +Qq+3zgq+z) Q5+ c3Q, 39 +3) Q1,0 (a38)

ou Z§q+l) et qu”) sont données par (a.24) et les matrices de type Q, sont définies par (a.17).

En outre, I’équation (a.30) est remplacée par :

2 2
O, O,
\ £

1+p 1—¢2

Var[(1-L)*,] =2 (20 — 8¢ 4 6) + 605, (a.39)

B.2.3 Variance de y, — 6(L)y; sous H1 dans le modele avec désastres

Les calculs sont proches de ceux de la Sous-section B.1.3. D’apres la Proposition 5, et puisque 1’on
a maintenant :
Vi—=Yi—1=&+c—¢c-1—Di+Dyy,

I’équation (a.31) est remplacée par :

-1
Var(y, —0(L)y) = 0'B) (') + Q0 Z09)  + 050011 ) By6, (a.40)
ol Zéqfl) et qu) sont définies par (a.24), ou B, est donnée par (a.4), et ou Q4,1 (de dimension

g % (g+ 1)) est donnée par (a.17).

B.2.4 Cas d’un filtre linéaire univarié corrigé des désastres

On considere ici le PIB corrigé des désastres, ¢’est-a-dire y; + D; = y; + ¢; (voir équation a.33) et
on considere une estimation du PIB potentiel donnée par :

yr = O(L)(y: +Dr),

ou la séquence {6,...,0,} satisfait HI.

Il est alors clair que les variances Var[(1 —L)yf)] = Var[(1 — L)®(L)(y; + Dy)] et Var[(1 —
L)%y;)] = Var[(1—L)*®(L)(y; + D;)] sont alors respectivement données par les équations (a.25)
et (a.29). Ces variances sont donc respectivement inférieures a celle issue de (a.37) et (a.38).
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En revanche, ce filtre n’est pas symétrique, dans le sens ou I’on n’a plus E(y; —y;) = 0. En ef-
fet:
E(y/) =E[O(L)(y1 +D:)] = E[OL)y:] +p.
———

=E(y;) sous H1

Cela implique notamment que le cumul des écarts de production Y':_(y; —y;) n’est pas stationnaire
(et diverge vers —oo).

D’apres la Proposition 4, cette somme est en revanche stationnaire si

yi = 60(L) (v +7(L)Dy), (a41)
avec (L) = Z?:o ;L et Z?:o i =0.
On peut voir 8(L)(y; + w(L)D;) comme une estimation filtrée et symétrisée du PIB potentiel.

Ona:
(1-0)8(L) (i +(L)D,) = 0'[y;_, —¥;—y_ +7(L)(D;_, — D=} ))].

En utilisant la notation (a.9) pour Il(7,q+ 1), on obtient :

(1-=0)8(L)(yi +m(L)D;) = 6'[y,_, — ¥}~y + (7, + 1)(D|_, , —D|_} )],
puis, en utilisant Ay; = g; +c¢; —¢;—1 — Dy + D, :
(1-L)O(L)(yi+m(L)D,) = 0" [g]_, +¢i_, — 02:61171 + (7 — Ly 1,9+ 1Dy — D;:;—l—hﬂ :

L’équation (a.25) devient alors :

Var[(1-L)6(L)(y; +n(L)Dy)] =
!/
o (EE) +9,8 N0+ 0BT (- 1L g+ 1) Qquna® ol (1101 g+ 1) ) 0.

(a.42)

ou Zg) et Zgﬁl) sont données par (a.24), les matrices de type Q, sont définies par (a.17) et II(7 —

lgil,q + 1) est définie via (a.9), et ol lgil est un vecteur de dimension i+ 1 égal a [1,0,...,0]

(notation cohérente avec la notation a.15).

Calculons maintenant la mesure “RSS Diff-in-Diff”” pour le filtre défini par (a.41). On a :
(1=L)*6(L) (v +7(L)Dy) = 0'Qq2[¥i 1 —¥i—g 2+ 7L)D;_y — D7, )],
En utilisant la notation (a.9) :

(1=L)*6(L) (i + m(L)Dy) = 6'Qy2[¥i_ g1 — Vi g o + 1A, q+2)(D)_; 1, =Dy 5 )],

41



B.2 Extension — désastre B GENERATEUR DE DONNEES ALEATOIRES

puis, en utilisant Ay; = g; +Ac; — AD; :
(1-L)*6(L) (3 + 7(L)D;)
- 0,1
= 0'Qu [gﬁ,q,1+c§,q,1—c§761172+H<7t—1h+1,q+2) (D}, —Dj_ ; . h)]

L’équation (a.29) devient alors :

Var[(1—L)*0(L)(y; + n(L)D,)]
— 0'Q,. {z(‘” V1ol o (2.43)

0,1
G211 (7: 12+117q+2) QyinaQ 1l (n 1% 1,q+2> }Q;+29,

(g+1) ot Z(q+2)

ou X sont données par (a.24), les matrices de type €, sont définies par (a.17) et

(7w — 1,4 1,9 +2) est définie via (a.9); voir aussi (a.15) pour la notation 1h+1

Calculons la variance de 1’écart de production filtré et symétrisé. L’écart de production filtré est
maintenant donné par :

ye—=0L)(yi+7(L)Dy) = [1=6(L)](y+Ds) = [1 = 0(L)]D; — 6(L)m(L)D;
= [1=06(L)](v+D;)—[1 = 6(L){1—x(L)}]D,

qui constitue une formulation intéressante car y, +D; (= y; + ¢;) et D, sont des variables
indépendantes. Il en découle que :

Var(y — 0(L){y +7(L)D;}) = Var([1 — 6(L)](y: + D)) + Var([1 - 6(L){1 — n(L)}| D).

La premiere ce ces deux variances est donnée par le membre de droite de 1’équation (a.31). Par
ailleurs, on a : !

[1—9(L){1—7r(L)}]D,:{10 Lt +9H(n 12+1,q+1)}D, g (a.44)

ot 1 , est un vecteur de dimension g+ A+ 1 égal a [1,0,...,0] (notation cohérente avec la

q+h+

11. On pourra noter que cette expression de [1 — 6(L){1 — n(L)}|D; est différente de celle donnée dans (a.13) : cela
s’explique par le fait que cette derniere est valide seulement lorsque Zf?:o 7; = 0. Naturellement, les deux formulations
coincident lorsque Zf’:() m; =0.
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notation a.15). Ainsi, on obtient :

Var [y, —0(L){y: + W(L)Dt}]
-1
= 0'B, (zfgq )+ Qq+125q)9’q+1) By6+

, (a.45)
2 ) 40,1 0,1 ! 0,1 0,1 !
GD{1q+h+1+n(7t_1h+l’q+1> 9} {1q+h+1+n(”_1h+17Q+1> 9}’

ou qu—l) et 25‘1 ) sont données par (a.24), les matrices de type €, sont définies par (a.17), B, est

Sihﬂ est un vecteur de dimension ¢+ A+ 1 égal a [1,0,...,0]’, et la fonction IT
0,1

est définie via (a.9); voir aussi (a.15) pour la notation 1, -

donnée par (a.4), 1

Il convient de noter que les équations de variances (a.43) et (a.45) sont valides méme si la séquence
{mp,...,m,} ne satisfait pas Z?:o 7; = 0. De plus, méme si Z?:o i #0,0ona:

E[{(1 —L)*;}*] = Var[(1-L)*;], (a.46)

car E[(1 —L)%y}] =0, et ot y; = O(L){y, + m(L)D,} est I'estimation filtrée (symétrisée) du PIB
potentiel. En revanche, on a

E{y =y} = Var[y—y]
seulement si Zf.’:o m; = 0. Dans le cas général, on a :

E[{y—y}?] = Varly,—y;]+E@ —»)?

2
h
= Var|y—y/] + (.UD Y ni> . (a.47)
i=0

B.3 Filtrage optimal dans le modele avec désastres

Proposition 8. Dans le cadre du modele décrit ci-dessus (Section B.2), et en définissant la
valeur filtrée du PIB potentiel via

i = 0(L)(y +m(L)Dy),

on ©t(L) est prédéfini et oit on veut que la séquence {6y, ...,0,} satisfasse HI, la solution
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du probleme suivant :

0 = argminE [{yt — y;k}2 +A{(1— L)zy;k}z} (a.48)
0

o—1,{[2E][C
S L E 0 d ||’
oit 1441 est le vecteur de dimension (q+ 1) x 1 dont toutes les composantes valent I et ol :
I 11 ...1 1
E= o1 ] @ a=]o] (2.49)

1 2
0 = A0 {Zi + Qi)+

est donnée par :

0,1 0,1 4
ORI (7= 10L,q+2) QeniaQppall (1 - 11,9 +2) 10+

B, (5 + 0z, ) Byt

/
)

oBM (x— 1), g+ 1) T (2 - 13! .+ 1) (2.50)
/ /
C = o)l T (z—1),,q+1), (a51)

o Qg2 est définie via (a.17), 11 (717 — lgil,q—l— 1) est définie par (a.9), les matrices ou

Zéq+1) . Z£q+2) 0,1

sont données par (a.24); voir aussi (a.15) pour la notation th.

Démonstration. Par (a.46) et (a.47),on a :

2
h
E[{y: =y}’ + 2{(1 = L)*y;}*] = AVar[(1—L)*y;] +Var[y, —y;] + (uD Y m) :
i=0
ce qui donne, en utilisant (a.43) et (a.45) :

E[{y -y} +A{(1- L)’y }’]
= 200 {zV £, 0y i+

0,1 0,1 !
opll (” —Ly.q+ 2) Q11132 4311 (” —Lg+ 2) }QZHZQ T

o'B. (2" + 0,120 )B,O +

2
/
0,1 0,1 ' 0,1 0,1 !
65{1q+h+1+n(”_1h+17q""1> 9} {1q+h+1+n<”_1h'+17‘1+1> 9}+ (HDZ%‘) ;
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Ainsi, a 7r(L) fixé, minimiser E[{y; — y;}* + A{(1 — L)?y} }*] par rapport & € revient & minimiser
0’006 +2C6 ou les matrices Q et C sont celles données respectivement par (a.50) et (a.51). Le
résultat découle de la minimisation d’un probleéme quadratique avec contraintes linéaires (H1) sur
les parametres. [

Proposition 9. Dans le cadre du modele décrit ci-dessus (Section B.2), et en définissant la
valeur filtrée du PIB potentiel via

i =0(L)(yi +m(L)Dy),

o (L) =Y mL, avec Y17 = 0, et o1t on ne considére que les séquences {8y,...,0,}
qui satisfont H1, la solution du probléme suivant :

t

2
06 = argminkE {Z(yt—y;k)} +l{(1—L)2y;k}2 , (a.52)
0

i=0

en considérant un grand t (de sorte que la corrélation entre (go,co,Do) d’une part et
(gt,¢r,Dy) d’autre part est négligeable) est donnée par :

{12 5] 8]}

oit 1441 est le vecteur de dimension (q+ 1) x 1 dont toutes les composantes valent 1 et ol :

111 ... 1 1
s o [L00 1] 1], -

0 = A0 {Zl + 0z 4

0,1 0,1 4
ORI (7 —10L,q+2) QgeniaQpall (1 - 11,9 +2) 100+
28,8, {z¢ D +,20 V0, L B, 1B, +
203 (B, ,—TI(By7,q+ 1) [B, , — TI(By7,q + 7, (a.54)

o Q417 est définie via (a.17), 11 <7r — 12;&] ,q+ 1> est définie par (a.9), les matrices ou

Zéqﬂ) et qujLz) sont données par (a.24); voir aussi (a.15) pour la notation lgil.
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Démonstration. Sous H1, etsi Yo7 =0,onaE(X!_o(y; —v)) =0, et donc :

t 2 t
E {Z(yi—y?)} = Var (Zw—ﬁ)-
i=0 i=0

Cette variance est donnée par la Proposition 4 :

t
Var (Z(yi—y?)) = 20'ByBy Var(Vi g3~ Vi_y41)Bg-1B40 +
=

29/(B£1,h - H(Bh”vq + 1))Var(Dlt‘—q—h)(B£],h - H(Bhﬂ:vq + 1))/97

en utilisant, dans le cas du modele présent :

Var(vﬁfqﬁ — V;:;_H) = Eéq—z) + quﬁq‘”g’q (avec Av; = g; +¢; — ¢;_1 et par (a.23))

Var (Diquh) = Glz)ld(q+h+1)><(q+h+l)-

De plus, comme E[(1 —L)2y;] =0, on a E[{(1 — L)y }?] = Var[(1 — L)?y}]; et cette derniére est
donnée par (a.43).

Ce qui précede implique que le critére a minimiser est de la forme 6’Q0. Le résultat est obtenu
en appliquant les formules de minimisation d’une forme quadratique avec contraintes linéaires
(EO6 =d). O

B.4 Calibrage du modele
B.4.1 Modeéle sans désastre

Le modele présenté dans la Section B.1 comprend 5 parametres : i, p, Oy, ¢ et 6. Nous proposons
un calibrage fondé sur les estimations SECO de I’écart de production 12 Les données utilisées
(PIB et PIB potentiel, notés PIB; et PIB;) sont a fréquence trimestrielle. Nous les transformons en
données annuelles en additionnant les PIB des quatre trimestres de chaque année. Nous calculons
ensuite g; en calculant le taux de croissance (en log) du PIB potentiel annuel (c’est-a-dire g, =
log(PIB;/PIB;_1)) et I’output gap est donné par ¢; = log(PIB;/PIB;).

Nous estimons alors des dynamiques AR(1) pour les deux séries ainsi obtenues pour g; et ¢; sur la
période 1980-2019. Le calibrage obtenu est présenté dans le tableau 3.

12. Ces données sont extraites de la page internet suivante : Croissance potentielle et écart de production (XLS, 106
kB, 15.12.2020).
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Parametre u p Oy [ O¢
Valeur 0.0021 0.8735 0.0022 0.565 0.0118

TABLE 3 — Ce tableau donne le calibrage du modele la Section B.1. Ce calibrage est réalisé a partir
de données SECO (PIB potentiel), voir Section B.4.1.

B.4.2 Modeéele avec désastre

Pour calibrer le modele avec désastre (décrit en B.2), nous employons une plus grande période de
temps et utilisons pour cela la base de données développée par Jorda er al. (2016) '3, Cette base de
données contient notamment des historiques tres longs de PIB. Pour la Suisse, nous avons une série
a fréquence annuelle sur la période 1880-2016. Nous ne retenons que la période d’apres-guerre, de
1950 a 2016.

On rappelle que les désastres sont donnés par D; = d; @, (équation a.34), ou les variables d; sont
@y sont supposées indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d.). En particulier, d; suit une
distribution de Bernoulli de parametre p (c’est-a-dire que d; = 1 avec une probabilité p et d; = 0
avec une probabilité 1 — p). Nous fixons la probabilité des désastres a 1/25 (p = 4%), impliquant
qu’un désastre (d; = 1) a lieu, en moyenne, une fois tous les 25 ans. De plus, on suppose que
I’ampleur des désastres, y, est tirée dans une distribution exponentielle de parametre Y, de sorte
que E(;) = ¥», comme requis par (a.35). Pour ce type de distribution, nous avons alors par ailleurs
Var(wy,) = Y2, ce qui implique notamment :

op =E(D7)~E(D;)* = E(d;)E(w})—E(d)’E(e)*
= E(d)[Var(o) +E()*] —E(d)’E(e)?
~ p2-R @59

Les parametres p, ¢ et oy sont laissés a leurs valeurs données dans le tableau 3. Les parametres O¢
et ¥y sont alors déterminés de sorte a reproduire la variance et la kurtosis empirique de Ay; (moment
d’ordre 4). Les formules de la variance de la kurtosis de Ay, sont données dans la section B.5. Le
tableau 3 présente la calibration ainsi obtenue. La valeur de 7, indique que 1I’ampleur moyenne
des désastres (Yy) est de 2.5%. Enfin, le parametre u est modifié de sorte a ce que la croissance
moyenne dans ce modele soit égale a la moyenne empirique.

Parametre u p Oy 0 O¢ Yo p
Valeur 0.0031 0.8735 0.0022 0.565 0.0204 0.025 0.04

TABLE 4 — Ce tableau donne le calibrage du modele la Section B.2. Ce calibrage est réalisé a partir
de données SECO (PIB potentiel) et de la base de données de Jorda ef al. (2016), voir Section B.4.2.

13. http://www.macrohistory.net/data/.
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B.5 Moments d’ordre 2 et 4 de Ay; dans le modele avec désastres

Tout d’abord, notons que le fait que @y soit tirée dans une distribution exponentielle de parametre
Yo implique E(@y) = Yo, E(0?) = 272, E(®) = 67, et E(w}) = 24Y2, ce dont on déduit :

E(D)) = pYo, E(D7)=2pyvs E(D})=6py,, E(D})=24py,, (a.56)
et
Var[-D,; +D;_1] = E[(D,—D;_1)*] =2E(D?) —2E(D,)* =2py5(2—p).

En utilisant (a.26)—qui donne la variance de g; + ¢; — ¢;—1—et puisque {g; +¢; —c;—1} et {D; —
D;_ } sont indépendantes, on a :

Var(Ay,) = Var(gi+c¢—c—1)+Var(D;+D;—)

2 2
oy 203 » (a.57)
2pv5(2—p).
1_p2+1+¢+ PYo(2—p)

Par ailleurs, en utilisant le fait que g; + ¢; — c;—1 est gaussien (et donc que sa kurtosis est égale a 3),

on obtient :
2 2
K E[(—D, +D,_;)*
gz—m+ct—ct—1 +E[(—D;+Di—1)"]+

E [{Ayt —E(Ay,)}ﬂ = 3 (E

6 [(g, - % +o— c,l)z} E[(—D;, +D;_1)?]. (a.58)
En utilisant (a.56), on obtient alors :
2
E[(~D;+D,-1)"] = 2E[D}]+6(EID))’ ~ 8EIDE[D;)

= 48pYs +24p v — 48DV = 24pYe(2— p),

et I’équation (a.58) devient :

o 20 2+24 A2—p)+12 o 20 B2 —p)

E [{Ay, —E(Ay)}*] =3 (1
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C FILTRES UNIVARIES

C Ecriture matricielle des filtrages linéaires univariés

C.1 Ecriture matricielle de la méthode mHP

On propose ici une formulation matricielle du probleme résolu par le filtre mHP (voir Bruchez,
2003a,b). Le probleme de minimisation définissant ce filtre s’écrit :

T

T-1
T= argmin Z %()’t—fz)z‘F Z {(vr1—w)—(m—5-1)},

T —q+15-5TT t=T —g+1 t=T—q+2
avec les poids suivants :

A = A fort=T—q+3,....T-2
A A forte{T—q+2,T—1}
A = 34 forte{lT—q+1,T}.

La différence avec le filtre de Hodrick et Prescott (1997) réside dans les valeurs différentes prises
par les A, des extrémités de I’échantillon (r € {T —q+1,T —q+2,T —1,T}). En forme matricielle,
le probléme se réécrit :

) I 1
© = argmin (Y741 —7) diag (I) (YF_ gy — 7) + T (QQ ) (Q4-19Q)T,

ou diag (}T) est une matrice diagonale de dimension g X g dont la " composante de la diagonale
est 1/A7_44¢, et ol les matices de type Q, sont données par (a.17).

En utilisant la formule des moindres carrés ordinaires, on obtient :
: T ! 1 1 Nt 1 o/
T = argmin — 9 2y7_,, diag T T+ 17 | diag T + (2,2, 1)(Q4-194) | 7
T

. (1 A
= (dmg (I)ﬂL( /q ;1)(Qq—lgq>> diag (I) ygqurl
= [1d,+diag(A) (QLQ_1)(Q-19)] ¥ _gi1- (.60)

C.2 OLUFHP

On considere une valeur filtrée de y, s’écrivant sous la forme @(L)y, = Z;I-:() 0;y;—;. La méthode
OLUFHP consiste a déterminer la séquence 6 = {6p,...,0,} qui vérifie I'Hypothese H1 et qui
minimise :
t+q+1 ) t+q )
Y, Gi—OL)y) +A Y, (O(L)yis1—O(L)y] — [O(L)y; — O(L)yi—1]) (a.61)

i=t i=t—1
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pour (a) t = 0 et (b) une séquence particuliere de y;. Précisément, cette séquence correspond a une
marche d’escalier : y; =0sii>0ety,=1sii<O0.

En utilisant les notations suivantes :

Vi Vi Yi-1 v Yt—q
V-1 Ye—=1 Yt=2 --- Vt—g-1
y;—q - : ) Y;—q - . : : )
Yi—q Vt—q Yt—g—1 .-+ Yt—q—q
(g+1)x(q+1)

la fonction de perte (a.61) s’écrit :

<y;+q+1 B Y;+q+19>’ (y§+q+1 B Y§+q+19) n

A6/ (Yﬁ*‘f“ —2y' ™ +Y§+gl>/ (Yﬁ*‘f“ —2y' ™ +Y§jg*1> 0

_ y;—i-q—i-l’y;—i-q—o—l _ 2y;+q+1’Y;+q+19 Le (Y;—Hﬁ-l’Y;—O—q—i—l) 01
16/ (Y§+q+1 )k +Y§fg“)/ (Y§+q+1 Sk +Y§fg“> 0.
Ce probleme se réécrit :
6 = argmin 6'Q0 +2C'0
t.q. E96: d,

avec

t+q+1"yt+g+1
Q = Y Ty

/
(Y oy Y (e oY) (a.62)
C = y/rattyat! (209
e= o] @ emlo] o

La solution de ce probleme de minimisation quadratique avec contraintes linéaires est :

o=na([£ 5] [}

ol 1,4 est le vecteur de dimension (¢ + 1) x 1 dont toutes les composantes valent 1.
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C.3 Filtre récursif optimal ex post

On considere une periode de temps allant de r — N + 1 a ¢. Le filtre récursif optimal ex post est
donné par la proposition suivante :

Proposition 10. La solution du probleme suivant :

D R
Y = apm N”_Z],Wl{(yi—@(L)yi)er
A(OW)yi—O(L)y-] - [OL)yi-1 —OLyia)?}  (@65)

t.qg. O(L)=6y+6L+---+6,L7
et out la séquence {6y, . ..,0,} satisfait HI,

o=t [£ 5] 2]}

ot 1,441 est le vecteur de dimension (q+ 1) x 1 dont toutes les composantes valent 1 et o :

I 11 ... 1 1
E = {012“.(]} et d:{o] (a.66)

_ ! SAy Ay /
Q0 = CaZi ni1g1Ca2 AR 0% 7 Ny 4190425 (a.67)

est donnée par :

ou 4> est définie via (a.17) et ot

o 1 ... 1
G2 = |0 0 1| (a.68)
0 0 O
| 0 0 0 |
(¢+2)x(g+1)
A 1 1 1
et L} Nitgr1 = N<Y57N+1,q+2 ~ YN g2) (Yiengige2 = Yiing42)) (2.69)
avec, pour tout K :
Vi V=1 oo Vt—g+l1
—1 —) ooc _
YLKq = yl. y[. yt. K (a.70)
Yt-K Yit—-K-1 - Yi—K—q+1
(Kvtlr)Xq



C.4 Filtre optimal quand le processus de y; est connu C FILTRES UNIVARIES

Démonstration. La fonction de perte (a.65) se réécrit :

1
N A —Yi—N+19)l (Vi v =Yy 0) +

_19/ (Y N1 —2Y y+Y 5 1) (Yi ni1—2Y2, NEYI R 1) 6.

Si O vérifie H1, alors, par le Lemme 1 :

—y_'0=(y B9,

Ye—Yi—¢ (yt—q-i-l Vie q)
ce qui implique, en empilant pour les indices de temps allantder —N+ 1 at:
-1
Yien+1 — Yin110 = (Yi_ni14— Yi_n,)Bg0 (a.71)

ou YLNH’q est définie par (a.70). Par ailleurs, on a :

_ ) -1
yi_q—Zyﬁ_;_ﬁyﬁ_q Qq+2(Yt qg—1"— Y; q—2)7

ou £, est définie par (a.17). En transposant :

/

(Vieg =290 YD) = (Vg1 =Y 2) Qs

et, en empilant pour les indices de temps allantder —N+ 1 at:

=) I
Yi 1 = 2Y N+ YT = (Yiovirgen = Yoy g2) Q- (a.72)

En utilisant (a.71) et (a.72), la fonction de perte (a.65) se réécrit 8’00 ou

1 —
0 = NB;(YI N+1,q Y- Nq) (Yi- —N+lg YﬁfllV,q)quL

t—1 / 1 t—1 /
_)LQ“HQ( t—N+1,g+2 — Yt Nq+2) (YZ—N+17C]+2 Yt Nq+2> q+2-

Afin de faire apparaitre les mémes matrices de type Y, on peut remplacer B, (déﬁnie par

I’équation a.4) par C,1, (€quation a.68) pour obtenir (a.67) qui utilise la matrice Zt —N41.g+1
qui est donnée par (a.69). Le résultat découle de la minimisation quadratique avec contraintes
linéaires. H

C.4 Filtre optimal quand le processus de y; est connu
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C.4 Filtre optimal quand le processus de y; est connu C FILTRES UNIVARIES

Proposition 11. La solution du probleme suivant :

6 = argmin E[{y: —O(L)y}* + 1{(1-L)*6(L)y}’] (a.73)

t.g. O(L)=6p+6L+ --+6,L7
et ou la séquence {0y, ..., 0,} satisfait H1,

o-n{[2 5] 3]}

ot 1,41 est le vecteur de dimension (q+ 1) x 1 dont toutes les composantes valent 1 et o :

111 .1 1
5 = {012...(1} et d:{o} @74

Q = CpaZil Co+AQuT) Qs (a.75)

est donnée par :

ou 42 est définie via (a.17), Cy 2 est définie par (a.68), et

A _
T = Var(yi_g1 =¥ 4 o) (2.76)

Démonstration. Le Lemme 1 et (a.14) donnent, respectivement :
yi—O(L)y = GIB;<Y§—q+1 - y;:;)
(1-L)’OL)y, = 60'Qa(yi_y1—Yiy o)
En conséquence, la fonction de perte (a.73) se réécrit :
E[{y,—O(L)y}*+2{(1 -L)*O(L)y}’]
= O/B;{Va’”(ﬁ—qﬂ Yr q) +E(y )’t—l)zlqllq) }qu +
A0'Qy 2 {Var(y, ,  — YL ) FEG —yi-1) 142140} 9106,

ou est le vecteur de dimension g X ont toutes les composantes valent 1). 51 la sequence
(ou 1, 1 de di 1 1d 1 lent 1). Si la sé
0, satistait , alors : = 0 (c’est I'equation a.3). De plus, la torme de la matrice
6, 0, isfait H1, al lngqO 0 (c’est I’équati 3). De plus, la f de 1 1
Qg2 (voir I’équation a.17) implique que Q21,42 = 0. Sous H1, il vient donc que :

E[{y —O(L)y}* +A{(1-L)*O(L)y}’]
= O'BVar(y,_,,1— YV, _4)Bs0+216'Qu o Var(y,_, —y,_ q L) ,6.

La fonction de perte se réécrit alors :

E[{y = O(L)y }* + A{(1 —L)*O(L)y;}*] = 6'C, +22q+lcq+20 + /le’gqﬂzjilg’ 8.
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C.4 Filtre optimal quand le processus de y; est connu C FILTRES UNIVARIES

ou 2211 est définie par (a.76) et ou C, o est donnée par (a.68). Le programme de minimisation
(a.73) est donc de la forme :

® = argmin6'Q0
0
t.q. E6=d.

Le résultat découle de la résolution de problemes de minimisation quadratique avec contraintes
linéaires. u
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D Exponentiation et symétrie

Dans cette annexe, on cherche a étudier ce qui se passe sur la somme des output gaps lorsque
ceux-ci sont exprimés en niveau (exp(y;) —exp(y;)), alors que le reste de ce document se concentre
sur des output gaps exprimés a I’aide des logarithmes du PIB et du PIB tendanciel (y; —y; =
log(PIB;/PIBY)).

On se place dans le cas ot 6(L) satisfait H1 et Ay, est stationnaire en covariance.

La somme des output gaps exprimés en niveau est donnée par :

t

L (exp(v) —expl07) = ':Oexp(y}" ) (exp(yi—y7) —1)

= Feso0i) (0300 30097 40(03iP) ) @7

en appliquant un développement de Taylor de la fonction exp, ou 0((y,- — y?‘)z) est petit devant
(i =i )%

Afin d’avoir une idée de I’ordre de grandeur de I’effet quadratique, considérons le cas ou (i) le PIB
potentiel croit géométriquement au taux p (avec u < 1), (i) E(y; —y7) = 0 et (iii) Var(y; —y}) =
G(%G. Alors :

E

t 2 X B
;}(exp(yi)—exp(y? ))] ~ %exp(yé)e péf I)((tj)l_))l L (a.78)

Ceci converge vers +oo avec f, mais ne devient grand qu’apres un assez grand nombre d’années. A
titre d’exemple, si GgG = (0.02)? (écart-type de I’output gap de 2%) et si u = 2%, on a, apres 100

ans :
100

Y (exp(yi) - eXp(yE‘))] ~ 6.5%.

i=0

E

L’effet quadratique explique alors une espérance du cumul des output gaps, sur 100 années,
équivalent a 6.5% du PIB potentiel de ’année 0, ce qui correspond a 0.9% du PIB potentiel de
I’année 100.

Reprenons le terme lin€aire de 1’équation (a.77) et appliquons le Lemme 1, avec B, défini par
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D EXPONENTIATION ET SYMETRIE

(a.d) :

t ] —1
Y exp(y)i—yi) = Z exp[6(L)yi](6'By) (¥i—g1 — ¥i—y)
i=0

—1
= exp[0(L)y|(6'B))y; 1+ ;) (exp[G(L)yz‘] - CXP[Q(L))’i+1]> (6'BY)Yi g+
—exp[6(L)yol(6'B)y_,
Par le Lemme 4 :
Z{)exp(y?)(yi—yf) = exp[0(L)y:|(B40) B, q— 1(vi— q+2 y;:;ﬂ)
_exp[e( )yol(6'B,)B, (y~) . —¥72)

+ Z (exp —€XP[9( )yi+1]>(9'32)3’5w+1'
~exp|0(L )yl]{9( Yyi—yie1)}

On a donc, en appliquant a nouveau le Lemme 4 :

;eXp(y?‘)(yi—y?) ~ exp[0(L)yi|(By0) By 1(¥i—g12— Vi gi1)
—exp[0(L)yo) (0'B,)B),_\(y_b,1 —¥2)

+Z<exp L)yi){6(L)(v; ym)}) <(9 By)By 1(¥i g2~ yfil,+1)>

En conséquence, divisé par le PIB de la derniere période (¢) :

. exp[O(L)y] / 1
exp ZCXP yl ) ~ T@)EB 0) Bq l(yirq—Q—Z yl‘—t]-H)J
stationnaire
exp[6(L)yo] o )
- (9B —
e BT R )
stationnaire

=L exp[0(L)y; / N
—I—;%(G(L)()’i—)’iH)) ((GB VBl (Y gn— YHIIH))-

Dans la derniere somme, les termes y; — y; 1 et y;:f P yf: Cl] 1 sont petits et se multiplient. Aussi,

méme sur une longue période, on s’attend a une grande stabilité de la somme des output gaps en
niveau si 0 (L) vérifie HI.
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D EXPONENTIATION ET SYMETRIE

La figure suivante montre les distributions de sommes des outputs gaps, obtenues par simulation
du modele sans désastre (voir section B.1, calibration du tableau 3). Chacun des 1000 échantillons
est simulé sur 50 années. La courbe en trait plein est la p.d.f. de la somme des output gaps fondés
sur les logarithmes du PIB, la courbe en pointillés est la p.d.f. de la somme des output gaps en
niveau (exp(y;) —exp(y;)), divisée par le PIB de fin de période (de 50 années). Le filtre utilisé pour
calculer y; est un filtre mHP (fenétre de 12 années, A = 100).

| I I I I
-0.2 -0.1 0.0 0.1 0.2

Pourcentage de PIB

FIGURE 11 — Distributions (p.d.f.) de la somme des output gaps apres 50 années (voir explications
ci-dessus)

57



E EVENEMENT TEMPORAIRE DE TYPE DESASTRE

E Filtrage en présence d’un évenement temporaire de type
désastre dont I’effet est observable

On suppose que la production découle de la fonction de production de type Cobb-Douglas sui-

vante :
Y, =A; x L* x K!7¢,

ou L; est la quantité de travail effective (mesurée en heures), K; est la quantité de capital et A; est
la productivité totale des facteurs (TFP). En utilisant les lettres minuscules lorsque 1’on prend les
logarithmes, la derniere expression se réécrit :

Ve = + (X£[ + (1 — (X)kt (379)
La quantité de travail L, effectif peut é&tre décomposée comme suit :
L; = (Pop; x Prate; x (1 — ELQ,) — KAE;) x #Arb.stunden;, (a.80)

ou Pop; est la population, Prate; est le taux de participation, ELQ; est le taux de chdmage (hors
chomage partiel, Kurzarbeit), #Arb.stunden; est le nombre d’heures de travail moyen (par personne
travaillant) et KAE; est le chomage partiel, mesuré en nombre de travailleurs équivalents. On a
donc :

¢, = logPop;+logPrate; +1og(1 — ELQ;) + log#Arb.stunden, —

KAE,
—log(1— ! . (a.81)
Pop; - Prate; - (1 — ELQy)

N

TV
=:kae;

On suppose que la derniere composante (kae;), qui est approximativement égale a

—KAE, .
Popr Prate, (1—ELO;)" est de nature temporaire. On note que kae; > 0.

On définit /; comme le logarithme de la quantité d’heures travaillées, hors désastre. C’est-a-
dire :
g; = 6[ —+ kae;. (a82)

Hypothese H2. Le PIB potentiel est de la forme :

Yi=a+al+(1—a)k. (2.83)

Hypothese H3. Les quantités potentielles apparaissant a droite de (a.83) sont des combi-
naisons linéaires des variables correspondantes, les pondérations étant rassemblées dans un
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vecteur 6. Ce que I’on note :
a=0(L)a;, 0~ =0(L)r, k =6(L)k.
De plus, la séquence de pondérations 0 satisfait HI (impliquant notamment E(6(L)X;) =

E(X;) si E(AX;) existe et est constant, d’aprés la Proposition 2).

Proposition 12. Si (a.79), (a.80), ainsi que les Hypotheses H2 et H3 sont vérifiées, alors :

yi = 0(L) [y + otkae, ], (a.84)

et E(y: —y:1) <0.

Démonstration. L’équation (a.83) (Hypothese H2) et I’'Hypothese H3 impliquent que :
v =0(L)a; + o0 (L)r+ (1 — )0 (L)k;.
Or, d’apres I’équation (a.82) :
0(L)¢; = 0(L)¢; + 0(L)kae;.

On a donc :
y: =0(L)(a; + oty + (1 — a)k;) + aO(L)kae,

ce qui prouve (a.84). De plus, on a : E(y; —y;) = —aE(0(L)kae;) = —aE(kae) < 0. O

L’analyse qui précede suggere que la variable de désastre D; utilisée dans le modele décrit dans la
section B.2 pourrait étre remplacée par akae; ou kae; est définie dans (a.81).
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F Intervalle de confiance sur les performances

Si X; est une série temporelle stationnaire dont les auto-covariances (y; = Cov(X;,X;_;)) sont ab-
solument sommables '#, alors la moyenne empirique de X;, calculée sur un intervalle de taille N
(suffisamment grand), peut étre approchée par une distribution normale de variance donnée par la
somme infinie des auto-covariances. C’est-a-dire, si N est grand, on a approximativement :

m([l y X —E(Xz>>~” (0’,-;00%)'

t=T—N+1
En pratique, on peut utiliser cette formule en utilisant le résultat de Newey et West (1987), qui
proposent I’approximation suivante de ) ;> _ 7 :

(%} N (1 i R
) %~70+2i21(1—q+1>%,

j=—oo0

ou ;
1 _ _
= Y x-X)(X-—-X)
t=T—-N+1+i
On a par exemple :
3 > (1
VYar | — X; Yo+ 2 ( )
N i=1 k+1

14
Typiquement, un intervalle de confiance a 95% approché de E(X;) est donné par :

[X— 1.96\/\7,X+1.96\/§] .

Ce qui précede peut par exemple étre utilisé pour approcher 1’écart-type de la moyenne des output
gaps estimés. Dans ce cas, on aura X; = y; —y; ou y; est une estimation du PIB potentiel. On
peut aussi utiliser ce résultat pour déterminer I’ordre de grandeur de la moyenne des (AAy?)?, sur
laquelle est fondée la mesure de RSS Diff.-in-Diff (voir Encadré 2).

14. Cest-a-dire Y32 . || < oo.
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G Randwert-Instabilitit et capacité a retrouver la ten-
dance

Cette annexe détaille les calculs sous-jacents a I’analyse présentée dans I’Encadré 5. La mesure de
capacité a retrouver le PIB potentiel (équation 2) est fondée sur I’équation (a.32). La sous-section
suivante précise le calcul de la mesure de Randwert-Instabilitit. La sous-section G.2 décrit ensuite
comment 1’approche par filtre de Kalman est mise en oeuvre.

G.1 Calcul des mesures de Randwert-Instabilitiit et de capacité a retrouver
la tendance

On suppose que, a chaque date 7, 'information utilisée pour déterminer le PIB potentiel est
{yi—g;---,y:}. Pour une méthode donnée, on suppose que I’estimation de chacun des g+ 1 der-
niers PIB potentiels (de # — g a 1), est donnée par 8 (L)y,, ot ") (L) est un polyndme de degré h.
On note que 0V (L) = (L).

On peut noter que, pour les filtres purement récursifs, on a 8" (L) = 6(L)L" (on ne révise pas ses
estimations passées dans le cadre de ces filtres).

En exploitant ces notations, il vient que le Randwert-Instabilitit peut étre mesuré par
Var[0"(L)y, — 6(L)y;_p]. Par le Lemme 2, en considérant des séquences (filtres) 6 et 6* de taille
q+1:

Var(6 " (L)y — O(L)yi1) = (Byen&) Var (¥i_g 1 —¥ "y 1) Byral),  (@83)
ou -
[ 60 ] 6O [ 0 ]
&1 : :
: (h) 0
S I BN
0 6o
i éq+h i 0 | 6, |

G.2 Filtre de Kalman

On utilise ici la notation usuelle (voir par exemple Kim et Nelson, 1999) selon laquelle, pour une
variable latente z; donnée, z;, est I’espérance de z; connaissant I’information disponible a la date
t + k (cette information est constituée de toutes les variables observables jusqu’a la date ¢ + k).
Notons que k peut étre positif ou négatif. Avec ces notations, la mesure de Randwert-Instabilitéit
(1) s’écrit :

Var(yi e — Yi—nji—n)-
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Dans le cadre du modele du décrit dans la section B.1, I’'information disponible a la date ¢ est
{yt,¥1-1,...} (logarithmes passés et présent du PIB). Suivant (Kim et Nelson, 1999, chapitre 3), on
note f3; le vecteur de variables latentes. Le modele espace-état décrit en B.1 peut s’écrire sous la
forme suivante :

v+ = BBi+e
B = u+FB_1+mn

avec Var(e;) = R =0 et Var(n,;) = Q. Rendons les matrices explicites; on a :

C 5
Ct
8t
v = [1 10 ... 0 Y- (a.86)
(- :B ~ yt_z
[ Vi |
oy u]l [1 0 p O o1 vy 1 [v]
¢ 0 0¢ 0 O 0 ot g
8t u 00 p O 0 81 Vi
Yi—1 = Of+(1 0 ... 0 ... O Vi—2 +1 01, (a.87)
Vi 0 000 1 0 .. Vi3 0
| S | 0] |oO o 01 | [ Fear | L O]
—— —_—— ~ -
=B, =u =F
et on a donc
[ v ] (62 0 620 ... 0 ]
& 0 62 0 0 ... 0
Vi 62 0 o620 ...0
Q=Var(n)=Var{ 1 o | |=| 0 0 0 0 ...0
| 0] 0 0 0 0 ... 0 |

Les équations récursives du filtre de Kalman sont les suivantes (voir Kim et Nelson, 1999, sec-
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tion 3.1.2) :
B = MAFB 1 (a.88)
Py_1 = FP_j,1F'+Q (a.89)
K. = Py B (B B'+R)" (.90)
Bt|l = Bz\t—l‘f’Kt(yr_BBth—l) (a9l)
By = Bu1—KBF 1, (a.92)

ou P, (respectivement F; ) est la matrice de covariance de B¢ connaissant {y;,y;—1,...} (resp.
{y—1,¥1—-2,...}). Le filtre doit étre initialisé avec ﬁ0|0 et Pyjo. Le gain K; converge vers une valeur
K et les matrices de covariance F,; et B, convergent respectivement vers des matrices P et Py.
D’apres les équations précédentes, ces matrices vérifient :

P. = FPF'4+Q
K = P.B(BP.B+R)"
P - P+ - KBP+,
que I’on peut ré-écrire ainsi, en remplacant Py :

K = (FPF'+Q)B (B(FPF'+Q)B +R)'

P = (FPF'+Q)—KB(FPF'+Q).

Ces deux matrices peuvent étre approchées en partant de valeurs arbitraires pour K et Py et en appli-
quant les équations précédentes de fagon récursives, un grand nombre de fois. C’est-a-dire :

Ki = (FP_F'+Q)B(B(FP_F'+Q)B +R)
P, = (FP_F'+Q)—K;,_ |B(FP_F'+Q).

Une fois ces valeurs stationnaires obtenues, on peut déterminer la combinaison linéaire reliant f3;,
a y; et ses retards. Pour cela, on applique récursivement 1’équation (a.91) pour obtenir :

Bip = H+FB 11 +K(y: — B(u +FBt71\t71))
= Ky,—{—(]d—KB)(,LL—!—Fﬁ,,H,,I)
Kyi-+ (1d— KB)u -+ (1d — KB)FB,

= Kyi+(Id = KB)u+ (1d — KB)F (Ky, 1 + (1d — KB)u + (I1d = KB)FB, 3,2 )
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puis :

B = Ky +(Id—KB)FKy,_+

(Id — KB) + (Id — KB)F (Id — KB) 1 +
(Id —KB)F(Id — KB)F B, 5>

= Ky, +QKy;—1 +
(Id — KB)u +Q(Id — KB) L +
QB 5,2 (avec Q= (Id — KB)F)

= Ky +QKy,_1+-+Q"Ky,_
(Id+Q+---+Q"(Id — KB)u +
Qthlﬁtfththfl-

Le premier €lément du vecteur 3, est I’espérance de y; (le logarithme du PIB potentiel) condition-
nellement a {y;,y;—1,...} (ce qui est noté y;, en utilisant les notations de I’Encadré 5), et le dernier
élément du vecteur [34, est I’espérance de 'yv;_h conditionnellement a {y;,y;_1,...} (ce qui est noté
y;", , en utilisant les notations de I’Encadré 5).
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